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Uber den Einflul der Zwei-Teilchen-Spin-Bahn-Wedhselwirkung
auf die Winkelverteilung und die Polarisation am Deuteron
elastisch gestreuter Neutronen®

Von Asok K. Bose **

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 95—112 [1961] ; eingegangen am 25. Februar 1960)

In der vorliegenden Arbeit wird der EinfluB der zusétzlichen Spin —Bahnwechselwirkung auf die
elastische Streuung von Neutronen an Deuteronen unter Beriicksichtigung des PauLi-Prinzips mittels

zweier Ndherungsverfahren untersucht.

Zunichst wird die Streuformel der Bornschen Néherung in einen Spurausdruck umgeformt und
dann gezeigt, daB im allgemeinen (1) die Spin—Bahn- und die Zentralkrifte nicht interferieren,
(2) die Spin—Bahnkréfte zur Vorwirtsstreuung keinen Beitrag liefern und (3) es keinen Polarisa-
tionseffekt gibt. Ferner wird unter Annahme Gaussscher Ortsabhingigkeit der Wechselwirkungen
numerisch nachgewiesen, da3 die Beitrige der Spin —Bahnkrifte zu den Winkelverteilungen (ELab
=50 bzw. 100 MeV) iiberhaupt ohne Bedeutung sind. Sodann wird die gekoppelte Gleichung fiir die
Radialfunktionen in der ,,No-Polarisation“-Approximation hergeleitet. Es stellt sich heraus, da8 die
Bahnanteile der direkten Spin —Bahnkrifte durch ein iiber die Wellenfunktion des Deuterons gemit-
teltes Potential wirken und daB die Wirkung der Bahnanteile der Austausch-Spin—Bahnkrifte we-
sentlich verschieden von der der direkten Spin —Bahnkréfte und der der Austausch-Zentralkrifte ist.

Es ist bekannt, daB man zusitzliche Spin—
Bahnkrifte annehmen muf}, um die Energieniveaus,
Quadrupolmomente und magnetischen Momente der
Atomkerne und die Ergebnisse von Streuversuchen
zu erkliren. Man setzt gewohnlich eine Ein-Teilchen-
Spin-Bahnwechselwirkung an, aber diese Kraft stellt
keine Nukleon — Nukleonwechselwirkung dar. Wir
wollen hier versuchen, den EinfluB der zusatzlichen
Zwei-Teilchen-Spin-Bahnkrifte auf die elastische
Streuung des Neutrons am Deuteron zu untersu-
chen. Es ist zweckmiBig, zunichst einige der friihe-
ren Arbeiten iiber n — D-Streuung kurz zu bespre-
chen.

Bei kleineren Energien ist die n — p-Streuung iso-
trop, d. h. man kann daraus nichts iiber Austausch-
kréfte erfahren. Daher beschaftigten sich BuckineaAM
und Massey ! schon 1941 mit dem n — D-Problem,
um eine Aussage iiber die Austauschkrifte aus Streu-
versuchen bei kleinen Energien zu gewinnen. Die
Verfasser nahmen fiir die Nukleon — Nukleonwech-
selwirkung Zentralkriafte an und rechneten unter
Verwendung der ,Resonating Group Structure®-
Methode? die Winkelverteilungen der Neutronen
aus, und zwar fiir verschiedene Zentralkraft-Mi-

* Dissertation, Gottingen 1957.
** Jetzt an der Université de Montréal, Montréal, Canada.
1 R. A. Buckingaam u. M. S. W. Massey, Proc. Roy. Soc.,
Lond. A 179,123 [1941].
2 Jou~ A. WreELER, Phys. Rev. 52, 1107 [1937].

schungen und fiir verschiedene Energien? in dem
Bereich 2 bis 20 MeV ***. Die obere Grenze riihrt
von der Beschrinkung auf /=2 her; die untere ent-
steht daraus, dal man glaubte, das Naherungsver-
fahren verliere unter 2 MeV seine Giiltigkeit.

Ubrigens kann man durch die Anwendung der
»INo-Polarisation“-Approximation4 — d. h. des Na-
herungsverfahrens, wobei man die Storung des Deu-
terons durch das herankommende Neutron vernach-
lassigt — und unter Beriicksichtigung des PauLr-
Prinzips fiir die beiden Neutronen die zwei Systeme
der Integrodifferentialgleichungen (Dublett und
Quartett) fiir die Streuamplitude von BuckincHAM
und Massey viel leichter gewinnen. Die Rechnung
1aBt sich noch weiter vereinfachen, wenn man be-
achtet, dal der Bahndrehimpuls des Neutrons rela-
tiv zum Deuteronschwerpunkt, der Grundzustand
des Deuterons wird als reiner S-Zustand angenom-
men, fiir reine Zentralkrifte eine gute Quantenzahl
darstellt.

Obwohl dieses Naherungsverfahren in der Theo-
rie der Kernreaktionen iiblich ist, ist es schwer, es
fiir einen leichten Kern wie das Deuteron plausibel

zu machen. Vielleicht ist das Verfahren brauchbar,

3 R. A. Buckineuay, S. J. Hussarp u. H. S. W. Massey, Proc.
Roy. Soc., Lond. A 211, 183 [1952].

*** Wir wollen vereinbaren, die Energie des einlaufenden
Neutrons im Laborsystem und den Streuwinkel im Schwer-
punktsystem auszudriicken.

4 L. Morz u. J. Scawinger, Phys. Rev. 58, 26 [1940].
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wenn das Neutron am Deuteron schnell genug vor-
beifliegt. Vor einiger Zeit konnte durch eine Phasen-
analyse 5 festgestellt werden, dafl die Dublett-Streu-
ung zum differentiellen Streuquerschnitt keinen we-
sentlichen Beitrag liefert. Da die Polarisation bei
kleinen Energien fiir die Quartett-Streuung wegen
des Pauri-Prinzips geringe Bedeutung hat, glaubt
man damit die Vernachldssigung der Polarisation
rechtfertigen zu konnen (gemeint ist hier mit Polari-
sation immer die Storung der Wellenfunktion des
Deuterons).

Bis vor einiger Zeit war es nicht moglich® 8, einen
genaueren Vergleich zwischen den Voraussagen von
Massey u. a. und den experimentellen Daten durch-
zufilhren, denn die MeBresultate waren nicht sehr
zuverldssig und aullerdem erstreckten sie sich nur
iiber einen Winkelbereich von 60° bis 180°. Da die
Winkelverteilung der Neutronen nicht um 90° sym-
metrisch ist, ist es aber notig, die Messungen iiber
den ganzen Winkelbereich durchzufiihren. 1951 un-
tersuchten nun Hamoupa und MonTtmorLLiN?  die
Streuung von Neutronen einer Energie von 3,37
MeV an Deuteronen in einer WiLson-Kammer bis
herunter zu einem Winkel von 18°. Das Ergebnis
ist mit der Theorie von MassEy u. a. nicht vertrag-
lich, da die gemessene Winkelverteilung durch einen
sehr steilen Anstieg bei kleinen Winkeln gekenn-
zeichnet ist, wihrend die Theorie einen flachen Ver-
lauf voraussagt. Die Verfasser wiesen darauf hin,
daf vielleicht Spin — Bahn-Krifte eine Rolle spielen
konnten. Auch die Ergebnisse von Streumessungen
mit Neutronen einer Energie von 14,1 MeV durch
ALLRED u. a.8, die sich iiber 46° bis 176° erstreck-
ten, stimmten mit den Voraussagen von MassEy u. a.
nicht iiberein.

CuristiaN und GamMEL® konnten die zuletzt ge-
nannten Ergebnisse und auch solche, die mit Neu-
tronen einer Energie von 5 MeV erhalten wurden ?,
unter der Annahme allein von Zentralkréften gut er-
klaren. Allerdings stimmte ihre theoretische Kurve
mit der gemessenen Winkelverteilung von Hamoupa
u. a. fiir kleinen Winkel nicht iiberein; CarisTiaN
und GaMMEL vermuteten, daf} vielleicht diese Messun-
gen durch eine Beimischung von leichtem Wasser-

5 R. S. Curistian u. J. L. GamumeL, Phys. Rev. 91, 100 [1953].

6 H.S. W. Massey, Prog. Nucl. Phys. 3, 235 [1953].

7 J. Hamoupa u. G. o MontmorLiN, Phys. Rev. 83,1277[1951],
Helv. Phys. Acta 25, 107 [1952].

8 J.C. ArLrep, A. H. Armstrong u. L. Rosen, Phys. Rev. 91,
90 [1953].

stoff zum Deuterium verfalscht seien. Wir mochten
allerdings darauf hinweisen, dal es nicht sicher ist,
ob auch bei kleinen Winkeln, bei denen keine Mes-
sungen vorliegen, die obige Theorie richtig ist, denn
die experimentellen Kurven zeigen eine Tendenz, in
diesem Bereich steiler anzusteigen als die entspre-
chenden theoretischen Kurven (s. Fig. 10 in Anm. %).

Eine eingehende Diskussion der Methode von
CrristiaN und GammeL und deren Schlufifolgerung,
daf} der n — D-Streuquerschnitt iiberhaupt nicht von
der n—n-Wechselwirkung abhinge, findet sich bei
DE BorpE und Massey 10, In Hinblick auf die Arbeit
von CuristiaNn und GAMMEL erweiterten diese Ver-
fasser die frithere Arbeit von Massey und Bucking-
HAM, indem sie den Beitrag aller hoheren Dreh-
impulse der Bornschen Naherung mitberiicksichtig-
ten. Dadurch konnten auch diese Verfasser unter
Annahme der Serserschen Mischung die Experi-
mente von ALLRED u. a. erklaren.

Ein groberes Verfahren, um das Streuproblem
zu losen, ist die Bornsche Naherung, wobei man die
Wechselwirkung zwischen dem einlaufenden Neutron
und den Nukleonen des Deuterons als Stérung be-
trachtet. In dieser Naherung behandelten Wu und
Asukin 1! die Streuung von Neutronen an Deutero-
nen unter Annahme von zusatzlichen Tensorkraften
fiir Energien im Bereich von 100 bis 200 MeV. Der
Ausdruck dieser Verfasser fiir den differentiellen
Streuquerschnitt ist jedoch uniibersichtlich. Aufer-
dem haben die Verfasser von vornherein nur WiGNEgr-
und BarTLETT-Krifte angenommen und in den eigent-
lichen Rechnungen die Tensorkrifte wieder fort-
gelassen.

Zusammenfassend kann man sagen, daf} es keine
gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Ex-
periment gibt. Es scheint deshalb wiinschenswert,
einerseits neue Versuche, also Bestimmung der
Winkelverteilung tiber den ganzen Winkelbereich
und der Polarisaton des gestreuten Neutrons, durch-
zufilhren und andererseits theoretisch den EinfluB
der zusitzlichen Nichtzentralkrifte zu untersuchen.
In der vorliegenden Arbeit soll die Wirkung der
zusitzlichen Zwei-Teilchen-Spin-Bahnkrafte auf die
elastische Streuung von Neutronen an Deuteronen

¢ E. Wanruch, Phys. Rev. 84, 169 [1951].

10 A. H. pe Borpe u. H. S. W. Massey, Proc. Phys Soc., Lond.
A 68, 769 [1955].

11 T.Y. Wu u. J. Asuxin, Phys. Rev. 73, 986 [1948].



ELASTISCHE STREUUNG VON NEUTRONEN AN DEUTERONEN 97

mittels der genannten beiden Naherungsverfahren
(Bornsche Naherung und ,,No-polarisation“-Appro-
ximation) untersucht werden.

Nach Fertigstellung der Arbeit wurden die Mes-
sungen von SEAGRAVE und CraNBERG!? iber die
n— D-Streuung mit Neutronen einer Energie von
3,27 MeV bekannt. Hiernach sind die Messungen
von HaMoupa u. a. bei kleinen Winkeln nicht richtig.
Das neue Ergebnis stimmt nicht mit der Voraussage
von CuristiaN und GaMMEL, sondern mit den Rech-
nungen von Massey u. a. 3 iiberein.

1. Problemstellung

Das einfallende Neutron werde vor Antimetrie-
rung der Wellenfunktion als Teilchen 1 bezeichnet
und das Neutron und das Proton, die zusammen das

Deuteron bilden, als Teilchen 2 bzw. 3 (vgl. Abb. 1).

2
(N)

Abb. 1. Teilchennumerierung
j(P) und Abstandsvektoren.

Die Wellenfunktion des Systems im Orts- und Spin-
raum geniigt der SCHRODINGER-Gleichung

{— zhj; (i + 2+ 4g) + Vo + V13+V23}'1P(123)
= (EvLap+¢) w(123).

Dabei bedeutet Ey,, die Energie des Neutrons im
Laborsystem und ¢ die Bindungsenergie des Deu-

terons.
Fiir die Wechselwirkung nehmen wir an 13
Vii=V4+AVi}, (1)
wobei

Vi = (w+m Pj; 4+ b PG+ h Pj; PG) U%(r;;), (la)

V%B = — 2119 [(O',; + 0;) {grad,- USB (Tij)
' % (grad; — grad;) }]
1
= I (ry) (o + 0)) {1; X (grad;—grad;) }] (1b)
ist. Fir die Ortsabhéngigkeit /(r;;) des Spinbahn-

potentials VP werde gesetzt

oy _ 1 dUSB(rj)
J(ry) = 2 B rij drij

12 J. D. Seacrave u. L. Cranserc, Phys. Rev. 105, 1816 [1957].

Hierbei bedeutet 4 einen Normierungsfaktor und
1/VB die Reichweite der Kernkrifte. Die GroBen
w, m, b und A kennzeichnen die Starke der WiGNER-,
Masorana-, BartLerT- und HEersenserc-Wechselwir-
kung. Pj};, Pj; stellen den Orts- bzw. den Spin-Aus-
tauschoperator dar. U% USP beschreiben die Orts-
abhingigkeit der Zentral- und der Spin — Bahnwech-
selwirkung. 6;, 6; sind die Spinmatrizen fiir das i-te
bzw. das j-te Teilchen.

Man fithrt zweckmillig neue Koordinaten ein
vermoge

r=1,— rzé—;,’ R- —r‘+t3=+r3, 0=T,—13. (2a)
Es gilt dann
171——1?2=r— g, 171—1‘3=1‘+g. (21))
Mit Hilfe der Beziehung

A1+Az+A3=%Ar+2Aa+"}AR (3)

erhdlt man nach Abspaltung der uninteressanten
Schwerpunktshewegung die Ausgangsgleichung

3 h? h?
{4‘}17 4.+ i de+E—Vyp—Vy3— Vza}
“p(r,p,0)=0  (4)
E=Esnw+¢. (5)

mit
Hierbei ist Egeyyw die Energie des Neutrons im
Schwerpunktsystem; das Symbol o steht fiir die
Spinkoordinaten in der Wellenfunktion.

Da das Deuteron im Grundzustand Spin eins hat,
sieht man sofort, daf} fir das gesamte System im
Anfangszustand und, da man hier nur die elastische
Streuung betrachtet, auch im Endzustand sechs Spin-
einstellungen moglich sind. Diese zuldssigen Spin-
funktionen mogen mit x; , ..., xg bezeichnet werden.

Wir fiithren den Projektionsoperator
=3(1+P%) =1 (3+0,0) (6)
ein, der den Singulett-Zustand des Deuterons an-
nulliert. Offensichtlich gilt
Qu=1n (@=1,2,...,6).

Wir fithren noch die Wellenvektoren f, ¥ vor bzw.
nach der Streuung ein. Es gilt
f2=f’2= ;*h}‘{ ESchw= g]h"lz ELab- (7)

13 H. Gaus, Z. Naturforschg. 7 a, 44 [1952]. — R. Scuurtex,
Z. Naturforschg. 8a, 759 [1953].
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Die ,No-Polarisation“- Approximation besteht
darin, da3 man ansetzt
= (1 — 12) w(0) F(r,0) (8)
mit QF(r,0)=F(r,0).

Der Faktor (1 —PjsPjs) sorgt fiir die durch das

(31'5 A,+E) F(z,0)

= [v@ 23X 4+ ¥ 4o+ E| PR

In Teil II wird unmittelbar mit dieser Gleichung
gearbeitet; es werden dort gekoppelte Gleichungen
fir die Radialfunktionen hergeleitet.

(%’; Ar+ESchw) {F(I‘, o) — fw* (Q) QP

dabei wurde angenommen, daB wy(p) die exakte
Wellenfunktion des Deuterons darstellt. Auf der
rechten Seite wird jetzt F(r,0) durch die nullte

PauLr-Prinzip geforderte Antimetrierung; die Funk-
tion (o) beschreibt den Grundzustand des Deu-
terons.

Setzt man Gl. (8) in Gl. (4) ein, multipliziert mit
y*(0) Q von links und integriert iiber p, so erhilt
man die folgende Gleichung fir F (1, 0):

12y () F(r,0) dp 9)

+ [¥* (@) (=7 4o) wle) F(r.0) dp + [17(@) @ (Vip+Vig+Vag) (1=

7o) w(o) F(r,0) dp.

In Teil I wird die Bornsche Ndherung unter Be-
riicksichtigung des Pauri-Prinzips verwendet. Hier-
zu bringt man Gl. (9) zunéichst in die Gestalt

72 F (1, 0) v (o) dp}
= /U’*(Q) QVia+Vi3) (1 -

12) F (1, 0) (o) dp;

Néherung ersetzt

F(r,0) — sz,e“rx,-. (10)

Das Integral der linken Seite verschwindet fiir grofie r; in der ersten Bornschen Néherung braucht es daher

nicht berticksichtigt zu werden.

TEIL I

2 a. Differentieller Streuquerschnitt

Mit Gl (10) ist die Amplitude der elastischen Streuung in der Bornschen Naherung gegeben durch

l — Plo Plg \ _
V2

(1= P12 i

{ Ve ~f Vi + Vs

- 3nh“ Zf/e ey (0) 4" (Vyp+ Vi) (1 —

spin

fl(V 2+ Vi) (1

— Pl P}y)|i) (11)

2 Pfp) eit*y(p) yidrde.

Mittelt man iiber alle 6 Anfangszustinde und summiert iiber alle Endzustinde, so erhdlt man den diffe-

rentiellen Streuquerschnitt 1! in der Gestalt

d

= Z | (fs (V1o +Vig) (1 —

— Pl Pfy) i) .

Mit Hilfe des Projektionsoperators £ [Gl (6)] wird die Doppelsumme in einen Spurausdruck um-

geformt
do 1

a0 ~ 9% (37Mh) Spur [ (3 + 6y05) [ [ €7 ¥ y* (9) (Vip+Vy5) (1 —
S e pr (@) (Vg +Vig) (1—

T2 Pf2) e’y (o) dp dr (3 + 0:03)

T2 Pl)eit ¥ p(o) dr’ dp']. (12)

(Man beachte, daB 1’ und @’ in Teil II andere GroBen bedeuten!)
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Jetzt sind die Wechselwirkungen explizit einzusetzen. Zunichst bemerkt man, dal

3
Ppy(r) = — %*‘IP’ Py (P) =1+ P ;

und

Weiter filhren wir folgende Abkiirzungen ein:

L= //e_i“’/’(é’) UZ(rys) ei¥ty (o) dpdr,

Py3(1) = — 9

3
s =3P Pu®=5 -t (13)

P13P12(e”"tp(g))=P12(e”"w(g)).

L= [[e ity (o) UZ(ry) Pis(eit* y(o)) dpdr,
Ly= [[e 'y (0) UZ(rs) Pia(eit Ty (o)) dpdr,

Bi= [ [t (@ [eradi U (1~ § ) x (gradi—grady) | et 2 (o) dpatr,

8,=//e‘“‘w(@)

Q1=281—82, 82:81—

82, 83=81.

(14)

grad, U2 (1 £ 1) x (grad, — grady) | Pu(e* () dpetr,

Bezeichnet man das zweite der in Gl. (12) auftretenden Doppelintegrale mit 7', so kann man schreiben

3 1 3
=i=ZIL1At— 2”3 ;clal

Hierbei bedeuten
4, =§&+170,0,+(0,0,,

4,=y+66,0,+¢0,0;, (15 a)
A:z:—{/“1‘#°1°2+V6163+”(Glca)(alca)}
mit
§=2w+b_'g—_h, y=2m+h—%—b,
_b-—m gtb=w _ B
’7- 2 ’ === 2 ’ — 9 ’
b b+h w+m | b+h
Pege P=g— p=p Ty
(15b)
Dabei wurde benutzt, daf} gilt
5 1+ o, o, . 3 — 0,0,
P12=—%’ (6,0,) P12 = 21_,
(01 + 02) Ptl,Z = (01 + 62) (15 C)
und

{gradl USB (ry3) x (grad; — grads) } Py {ei ¥y (o) }
_ 1 dUSB(ry) { ( _ ilﬂi)}
= expsi E( 1, :

T13 T13
* [t13 x(grad, —grads)] w(ry5) =0

Die letzte Gleichung folgt daraus, dal das Deuteron im
Grundzustand Bahndrehimpuls Null hat.

Das erste Doppelintegral in Gl. (12) unterscheidet
sich von dem eben betrachteten dadurch, daB £ und ¥

vertauscht sind. Wegen
L(E¥)=L(F,8),
erhélt man schlieBlich

:%2:91&3(37:;12) Hi ‘Bia‘gi}
N °s){2 A; L,—YA?};

3 (fv fI) =-3 (E" P)

Man erkennt sofort, dal es keine Interferenz zwi-
schen den Beitrigen des Zentralpotentials und der
Spin — Bahnwechselwirkung gibt. Dies beruht darauf,
daB der Koeffizient von L; Qf, nimlich

i
Fig [Sp {13 +0,0) 43 + 0,0}

—Sp {4i (3+0,0,) d: (3 + 6,0,)}]

nach Gl. (A7) * immer verschwindet. Aus den Sym-
metrieeigenschaften von J ist es auch ersichtlich, daf3
die Spin — Bahn-Kopplung bei Vorwirtsstreuung (£ =£")
keinen Beitrag liefert. Offensichtlich gelten diese beiden
Ergebnisse allgemein, d. h. unabhéngig von der speziel-
len Annahme iiber die Ortsabhingigkeit der Wechsel-
wirkung.

Jetzt sollen die Spurbildungen in Gl. (16) durch-
gefitlhrt werden. Zunichst bemerken wir, dafl der
Koeffizient von Q,'!Q;” (j#1) nach Gl. (A 6) Null
ergibt und der von Q; Q;” (s. Anh. 1) einen Faktor
0y enthilt. Mit Hilfe der Tab. 5 (Anh. 1) und un-
ter Beachtung von Gl. (14) erhélt man schlieflich

* Die mit A bezeichneten Gleichungen befinden sich im An-
hang.
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das Resultat

do

= (e [0

+{2+2(0+¢)2} L2+ 3 Ly? Die Auswertung der Integrale L, J ist in Anh. 2
+2{Ey+2(n+&) B+&)}L, L, durchgefiihrt.

—+2(+ )L Ly—{y+2(8+¢) } Ly Lg

572

Tp

und verwenden die SErBERsche Mischung mit

m=w=04, b=h=0,1.

Die entsprechenden Winkelverteilungen fiir £y,
=50 und 100 MeV findet man in Abb. 2. Es ist
0,9y (17)  ersichtlich, daB die Spin— Bahnkrifte die Winkel-

verteilung der Neutronen praktisch iiberhaupt nicht
Die Spin—Bahnwechselwirkung macht sich in  beeinflussen, obwohl beide Beitrige bei manchen
der Streuintensitat als quadratisches Korrekturglied

! Streuwinkeln (~30°) vergleichbare GroBenord-
1021ﬁ¢ 9,0, bemerkbar. Obwohl nur in erster nung besitzen.

Bornscher Niaherung gerechnet wird, mufl dieses

4 4
Glied berticksichtigt werden. Da die Konstante 4 de o dfd
klein ist, wird man erwarten, da das Korrektur- oo aQ L
glied im allgemeinen sehr klein ist. 3\ 3l
\
\
2 b. Winkelverteilung unter Annahme c \ S
so vt e S 2
GauBscher Ortsabhiingigkeit 37 \\\ e
< \ &
= w
Nunmehr soll die Grofle des Korrekturgliedes in Z’, \\\ 2
. . Q
Gl. (17) numerisch untersucht werden. Wir verwen- § i \ it
den Potentiale mit Gaussscher Ortsabhingigkeitund £ | fi \ §
I
setzen 1! = ]\
—4r ¥ /'I \ N
U(r) =USE(r) =Upe™?", w(e)=de " (18) ¢ W, 2 B ¢ & —Roe80°
. Schw — ——
mit U, = — 45 MeV, B=0,266-10 cm™2, .
io 56 . Abb. 2. Winkelverteilung in Bornscher Naherung ( )
A4=0,312-10"%, a=0,0716-10% cm™=2. mit Aufteilung in Beitrag der Zentralkrifte (——— —) und
Wi <hlen [ ") _0.05 der Spin—Bahn-Krifte (—-—-— ). ELab=50 MeV (a) bzw.
ir wahlen ferner . =0,

100 MeV (b).
3. Polarisation der Neutronen

Die Untersuchung der Polarisation der gestreuten Neutronen bildet den néchsten Schritt, um die Wir-
kung der Spin — Bahnkrifte auf die Streuung zu finden. Bekanntlich ist die Polarisation gegeben durch!®

1/ M \2 3
(°‘)=96<’3nh2) do/dQSp[cl{ZA L+ gig ng}

3
'(3+°2°3){Z 4;Li— zlﬂ CJQ}(3+°2°3)]~ (19)
i=1 =

Im folgenden wird gezeigt, dal die rechte Seite von Gl. (19) immer verschwindet. Dazu geniigt es,
eine Komponente des Polarisationsvektors, etwa die z-Komponente, zu betrachten. Man sieht, daf in (0,*)

folgende Ausdriicke auftreten
(1)

Sp {01 41 (3 + 6, 063) 4; (3 + 06,03)} Li Ly,
(2)

[SP{UT"JJ'(3+°2°3)Ai(3+°z°3)}—SP{UfAi(3+°2°'3)°'§(3+°2°s }]Lng’

14 S. Hocupere, H. S. W. Massey, H. RoserTson u. L. H. Unxper-  !® H. A. Berae u. P. Morrison, Elemenatry Nuclear Theory,
HiLL, Proc. Phys. Soc., Lond. A 68, 746 [1955].

John Wiley & Sons, New York 1956. — L. WoLFENSTEIN,
Ann. Rev. Nucl. Sci. 1956.
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3) [Sp {67 0} (3 + 6,63) 67" (3 + 06,65)} + Sp {df o' (3 + 6, 0) 0} (3 + 6,05)}] Q4 QF,
(4) Splofol (3 +6,05) 0 B +0,0,)] Q Q" (i+1,j+1),
(5) Splofol o] (12 +46,0)] Q Q" (j*1).

Wir diskutieren die Beitrage einzeln: (1) Nach
(A7) verschwindet der Koeffizient. — (2) Wenn
nun j+1 oder j=1 mit l=z ist, dann ergibt der
Koeffizient Null nach Gl. (A1). Im anderen Falle
verschwindet jedes Glied des Koeffizienten nach Gl.
(A7) wegen o°c’'=io". — (3) Fir l=m ergibt
jedes Glied des Koeffizienten Null nach Gl. (A7)
und im anderen Fall verschwindet der Koeffizient
wegen der Vertauschungsrelation der Spinmatrizen.
— (4), (5) Man sieht leicht, dal der Koeffizient in

beiden Fillen verschwindet.

In Bornscher Naherung ergibt sich also keine
Polarisation.

TEIL II

4. Aufstellung der Ausgangsgleichung

In diesem Teil beschéftigen wir uns mit der ,,No-
Polarisation“-Approximation. Wir gehen dabei von
Gl. (9) aus. Durch die Abspaltung der Schwer-
punktsbewegung und die Annahme, daBl das Deu-
teron im S-Zustand ist, haben wir das Problem von
drei Nukleonen formal auf ein Problem mit dem
Ortszustand eines einzigen Teilchens und dem Spin
des Gesamtsystems reduziert. Der Gesamtdreh-
impuls J, der sich aus einem einzelnen Bahndreh-
impuls und einem Spindrehimpuls des Gesamt-
systems zusammensetzt, und seine z-Komponente M
sind gute Quantenzahlen. Wir betrachten daher statt
F(t,0) eine Partialwelle G/ (1,0); die entspre-
chende Gleichung lautet

(.‘}112 A, + Egenw + a) G™ (1, 0) (20)

aM
= [v (@) (= 5 4 ) wio) deG™(x, 0)
+ [vr@) (35 At Aot Esan+e)
" Py Py (o) ™M (1, 0) dp

+ f w*(0) R [(Vya+ Vs +Vas) (1 — Pla Pi)]
“y (o) GM™M(x,0) dp.

Die Wechselwirkung ist durch Gl. (1) gegeben.

In den Austauschausdriicken dieser Gleichungen
verwenden wir T, Py,(1) als die zwei unabhéangigen
Variablen. Wir fithren die folgenden Bezeichnungen
ein:

U=Ppp(t) =1~ 175, o =Ppy(p) =1, -1
und (21 a)
U=3 (21 471) =1y, p=3(1"+271) =1y,
t=3(r—1) =14. (21 b)

Wenn p als Integrationsvariable durch 1’ ersetat
wird, dann sollen die Variablen u, b, { benutzt
werden.
Die Eigenfunktionen G’M(r, o) setzen sich aus
ls-Wellen |lsJM| folgendermaBien zusammen:
JM

U
et 0= 3 5

T
ls

l=[]—s|,...,]+s.

(22)
mit
Fir die Radialfunktionen U{M(r) ergibt sich Gl.

(61), die im folgenden abgeleitet werden soll.
Die Spinwinkelfunktionen sind wie folgt kon-
struiert

|[lsIM) = Z (Ismymg|I M) |Imy) |smy).

my ms

(23)

Die Transformationsmatrixelemente stellen die
CLessca—Gorpanschen Koeffizienten 16 (im folgenden
abgekiirzt CG-Koeffizienten) dar, |Im;) die ortho-
normierten Kugelfunktionen ® und |sm;) die so-
gleich anzugebenden orthonormierten Spinfunktio-
nen. Es sei ndmlich

Isms) =|%(2) %(3) 523%(1) s my)

1
. Z (3 % my my | 553 mag)
My My My My

: (323%”‘23”‘1|3ms)|%m1%m2%ms)

mit ss3=1 oder 0. In dem vorliegenden Fall ist
aber stets s;;=1 (Deuteron im Triplettzustand) ;
wir geben daher s,5 nicht explizit an

[sms) =|3(2) 3(3) 13(1) smy);

16 E. U. Coxoon u. G.H. SmorTLEy, The Theory of Atomic
Spectra, Cambridge University Press 1951.

(25)
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entsprechend ist (sm;| definiert. Multipliziert man  und

Gl. (20) spater von links nur mit diesen Spinfunk- — o Uit ()
tionen, so kann formal G a)=Yan ; r |OETsT M) (2A)
Q=1 (26) Wir beschdftigen uns nun mit der Vereinfachung
bzw. der Umformung der Ausdriicke in Gl. (20). Offen-
geasizy wenden. sichtlich gilt zunéchst
Um die Austauschausdriicke zu behandeln, verwen- [« _ kR z .
den wir die Zustandsvektoren | [, [, Ls J M) , wobei sich / v* (o) ( M o405 {a) ) vie) dp=¢. (27)

I bzw. Iy auf t bzw. T’ beziehen. Hierbei ist ¢ die Variations-Bindungsenergie. Mit

Dann hat man - 3h2A th B 3h241, th,
|IsIMY=Van|l10ls] M) (24 a) am At de) = \am At de

(6L 3] wd [ wr @ w(e) 46,0 do= () [61(r,0) dr {y* )y }ar

~ (Greenscher Satz) wird der zweite Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. (20)

+ (Eschw +¢) w* (u) w(v) | P12 G'™ (¥, 0) dr'.
Der Strich am vy bedeutet dabei Differentiation nach dem Argument. Bei der Umformung wurde benutzt
4 (@ v} = {(5 ot 3 Vo) - (5 Va5 Vo) 00 @) v}
— 5 {40 4 @+ @) 2y E) +4 00 @ WO}

Ist v eine Variationslosung, dann mufl man mit diesem Ausdruck arbeiten. Wenn aber 1 eine exakte Losung dar-
stellt (die man allerdings nur durch numerische Rechnung gewinnen kann), so vereinfacht sich der obige Aus-
druck weiter zu

_;:_ (%)3/[1;)* () w(v) {4 (U*(u) + U%(v) )+ 3 Eschw —5 &} + %ﬁ U0 % () v (v) | Pl GIM(Y, o) A .

uv

(28)
Dieser Ausdruck soll im folgenden verwendet werden.

Jetzt betrachten wir weiter den dritten Teil der rechten Seite von Gl. (20), der die Wechselwirkungen enthilt.
Zur Vereinfachung der Zentralkraftausdriicke benutzen wir gemifl der Definition [Gl. (25)] der Spinfunktionen

Pi3|sms) = |smsy, Pl3Plz|sms) = Plz|sms) = Pls|sms) = P33 Plz[sms) ;
mit der Definition Gl. (2) gilt weiterhin
Pi3yp(0) GM (1, 0)=w(0) GM(r,0), Pizy (o) G™M(¥,0) =y (o) G™M(V,0) .

Mittels der Gln. (2), (13) und (21a) findet man ferner, indem man P durch — @ ersetzt, die folgenden Be-
ziehungen

S w* (@) UZ(ris) w(0) 0= [4* (o) UZ(rs) w (o) dP,
Jw* (@) UZ(rie) PRz {w(0) 6™ (1, 0)} dP= [* (0) UZ(ryy) Pis{w (o) G'M(r,0)} P,
Jw*(0) U(ray) Pis{(0") GM(¥',0)} dp = [y* (0) UZ(ras) {w (o) GM(r,0)} dP.
Damit erhalten wir schlieBlich
fw*(g) (v + vl + vE) (1 — Plz PR2) (o) G/M(x, 0) dP
= fw*(@) [(UZ(rys) + (2 — Pla PY2) Vio — {UZ(ryg) + UZ(res)} P2 Pi2l v (0) G/ (1, 0) dP
= [w* (@) [U%(rag) + {(2w—h) + (2b—m) P2} UZ(ri2) 1y (0) 4P G/ (1, 0) (29)

+ (§>3 Jv* @ {@m—b) + @ h—w) PT2} UZ() - {U2(w) + UZ(0) } PL2l w () G (¥ 0) .
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Wir behandeln nun die Spinbahnausdriicke. Offensichtlich gilt
Vs y(o) G/ (r,0) =V15 Play(e) 6™ (t,0) =0. (30)

Ferner haben wir 1 / w*(0) T(r1s) (tye x Vo) w(0) GMM (1, 6) dP

— 4 [v@ 10w {(=§) x (3 V- & )} v () de

= [y @1t [5 - 20 ar— L x Vi () 6ms,0) ae
— ¢ [v @109 (x Vi) (@) 6M(r o) dp.  mit L= —ih(rx V).

Wir entwickeln J(r;5) nach Kugelfunktionen wie folgt

Jre) = Xin (0 D VRO YL @ = 3wl @) (WM (1) - YW @) = 35 2L jv(r, 0 (€™ (1) -C (2))
m. N
: 31

mit jn(r,0) =2m f](r12) Py (cos ) sin & d¥} .
0

Dabei stellen 1, 2 die Winkelkoordinaten von r bzw. P dar.
Mit pu.=0 Cf}) (2) [vgl. Gl. (43)] und bei Beriicksichtigung der Beziehung
J@®)-y™ @) ¢ (2) d2,=om € (1),

1 T .
erhilt man leicht T f lw ()[BT (ri2) P dPxV, = % / lw(e)2js(r, 0) 0* do

und Jw* (@) I(ri) v (o) P dPxT=0

Damit erhalten wir die folgende Beziehung

Jv* @ (V4 VD) w(o) 67 (r,0) dp 32)
. % [/| v ()7 (ri2) dp— *21;-/1 w() Fji(r0) 0 de} {(2 6, + 6, + 63) - ;‘;} GM(t,0) .

Die Bahnanteile der iibrigen Spinbahnausdriicke formen wir folgendermaflen um

ae X{Y;g {w(e) 6™, 0)} = {w(y') (%’ - E}.?g) 349, W ()" Xlr} GM (Y, o),

rag X \V A 7 2Ly th, 4y (0) txt .
B2V8 {y(e) 6, o)} = {w(e) (2 + ) - 1 B om(e, o).

Vermége der Gln. (26) bis (30) und Gl (32) erhilt man so aus Gl. (20) die Beziehung
(4+K2) G™M(1,0) ={(2w—h) + (2b—m) P} V() (r) G™M(1, 6)
4 f[(z i —b) Zey (1,7) + {Zm (r,r) + (Em — 3) Zoy(t, 1) + (2h—w) Z (1, r’)} 52]
“GM(t',0) dt" + 4V (5 (r) { (26, + Gy + G) - } GM (1, o) )
- /[{(01+02) P{p} - {B(l)(r, ) (Tr _ rxivr,> + By (1,7 (rxr )}

+{(oat o) PL} - {Boy (1, 1) (3 + V) — By (1) ()] 60, ) ar
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aus der die Gleichung fiir die Radialfunktionen u;2(r) [Gl. (61)] hergeleitet werden soll. Die Bedeu-
tung der Abkiirzungen in Gl. (33) ist gegeben durch

Var(r) = 5oz [1w(@RU(ry) de,

Ver () = 23| f W (@I (rie) do— 1 [y (o) js(r, 0) 0 do]

Zoy (,¥) = ()" o [v" @) w(0) (WP @) +U2(0)) + 405 22 4% () v/ (0) .
Zo@w?) = (3) R @ve).  Zo@r)=(5) 4 vi@ U0 vo), (34)
By t) = (5) v @ v J0., Bo®r)=(3) v @y @,

B (1.¥) = (3) s ¥ @ ¥ 0) 10, Bo(,x) = (§) 3 v ) v/ @) Jw).

Zur Gewinnung der Gleichung fiir die Radialfunktionen entwickeln wir die Funktionen Z(r,t), B (r, ")
nach Kugelfunktionen [vgl. auch Gl. (32)] und berechnen in den néchsten zwei Abschnitten die vorkommenden
Matrixelemente.

5. Matrixelemente fiir Zentralkrafte

Zuerst befassen wir uns mit dem Spinaustauschoperator. Mit Gl. (25) ergibt sich
(sms|Piz|s'ms) = (3(2) $(3) 13 (1) sms |3 (1) 3(3) 13 (2) 5" my)

Wegen der Symmetrieeigenschaften der CG-Koeffizienten !7> 18 und der Definition 1®

[e+1)2f+1)]"2W(abcd;ef) =((ab) edc|a(bd) fc) (35)
der Racan-Koeffizienten wird
(sms| Pi2| s me) = (=)"=*3 W (338%;11) Boy Smmyr = (—) et 2——5:»1 By B« (36)

letzteres nach der Tabelle fiir die W-Koeffizienten 18, (In diesem Zusammenhang mochten wir erwahnen, dal man
ein Resultat von Motz und Scuwinger # erhidlt, wenn man bei der Auswertung dieses Spinmatrixelementes einem
Umweg folgt (s. Anh. 3).) Mit Gln. (23) und (36) ergibt sich wegen der Orthogonalitdt der CG-Koeffizienten
das Resultat

(UsTMIPEll's' T M) = (—)ts B2ED 50 0y (37a)
Analog folgt 47 (10LsTM|(Y®™ (1)-YM(2)) |00 I's’ ] M) = x1 dur Bss', (37b)
An(0lsIM|(YM (1) - YN (2)) Pl |01 s TM) = (—)Yets @ ’;fll 81 O Oss' - (37¢)

6. Matrixelemente fiir Spin-Bahn-Krifte

In Unterabschnitt a) wird die Rechenmethode dargestellt und in Unterabschnitt b) die Rechnung durchgefiihrt.
Alles ist viel komplizierter als fiir Zentralkrifte.

a) Rechenmethode

Operatoren. Bekanntlich 2% 2! konstruiert man aus zwei irreduziblen Tensoroperatoren Tk, T(K:) einen irredu-
ziblen Tensoroperator vom Grade K [vgl. GL. (23)] wie folgt *:

T = (1'% O 159) = 37 (Ky Ky iy e | K ) Ti® T (38)

My B

* Aus technischen Griinden steht hier und im weiteren @ 2 E. Wiener, Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die

statt (9 . Quantenmechanik der Atomspektren, Vieweg u. Sohn,
17 G. Racan, Phys. Rev. 62, 438 [1942]. Braunschweig 1931.
18 L. C. Biepenmarn, J. M. Brarr u. M. E.Rose, Rev. Mod. *' A.R.Epmonps, Angular Momentum in Quantum Mechanics,
Phys. 24, 249 [1952]. Princeton University Press, Princeton 1957.

19 G. Racan, Phys. Rev. 63, 367 [1943].
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Auf Grund der Orthogonalitdt der CG-Koeffizienten gilt umgekehrt
Tf}f') Tf‘l'(x) = KZ, (Ky K py s | K 1) Tplt{ . (39)
m
K, und K, sind ganzzahlig. Wir wollen jetzt die Bahnanteile der in Gl. (33) auftretenden Austausch-Spinbahn-
operatoren als Summe von Produkten aus Einteilchen-Tensoroperatoren ausdriicken. Mit Gl. (38) ist das Produkt

(C™ (1) -CM () (TE) (1) O TE) (2)) = 37 (=) (Ky Kp sy 2 | K ) €57 (1) TEP (1) €7 (2) THY (2)

A py p2 (40)
Gemil Gl. (39) schreiben wir
: : 24+1 1
W) T (1) = Y (VK A7) R (1) = 3 ()Y~ (2,‘;;1) (N 7i— 2] Ky ) REY (1) (41 9)
t, 7 ty7y
und CP @ TR @=2 WK—ps|taw) S& (2) (41b)
7% 2%
mit R) — (C(N) (o2 T(K1))’ S(ts) — (C(N) Pt T(Kt)) . (41 ¢)

Setzen wir nun Gl. (41) in Gl. (40) ein und summieren in bekannter Weise !® iiber die magnetischen Quanten-
zahlen, so erhalten wir gemaf Gl. (38)

(CM (1) -C™ (2)) (TED (1) O TKD (2))

=2 (V[0 +1) @+ D] W (e NKKs; Ky 1) (RW (1) 04 S0 (2))  (42)
tils
.
Mit der Beziehung AY =F ALI‘/E‘ Ay , AP - (43)

zwischen den kartesischen und den sphirischen Komponenten (AL mit u==%1,0) eines Vektors A1) gewinnt
man durch einfache Rechnung die Aussage

(AD x BW) , = —Y2i (AD 65 BW) .

Hieraus folgt u. a. einerseits txt'=—y2irr (CH (1) 61 CD(2))
ca 1
und ferner mit =(e*V) er—e, x (e, x V) =CD Ba + %;—fL)

(e, bezeichnet den radialen Einheitsvektor)

C(1) 6! (CH(2) 61 LD (2)))-

die Beziehung  tx V= —}2i(CO (1) 6! CD(2)) 7 a
Wir erhalten nunmehr aus Gl. (42)
(CM(1)-CM(2)) LM (2)= (CM (1) -CM(2)) (C (1) 6 LD (2))
- Z -y (=) evmeeme) e
mit Q® = (CM) @ LW) .
Ferner ergibt sich  (CM(1)-C™M (2)) (txt)=V2ir r’tZt ()N [24+1) (22,+1)]"(N100]¢t,0)

“(N100|2,0) W (¢, N11;12) (Ct (1) O1C® (2)) (44 D)

und (€ (1) -C (2)) (tx V) =V2ir D (=)V[(22,+1) (2£,+1)]" (V100]¢,0)

tty

xW(tyN11;1t,) [ V2 (C(t)(1) @1 P®)(2)) — (N1 00|25 0) (C®) (1) O C®) (2)) 5| (o)

mit Pt = (C™) @t (CH) @1 LY) .
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s . = Oba Ocd
: — (_\btc—t Oed 5
Dabei haben wir benutzt W(abcd;0f)=(—) [@bt]) @ctD)]: (45)
und (CV) @LCK)) = (NK,00]t,0) Ct .

Matrixelemente. Nach dem Eckart—WieNerschen Satz 20 2! schreiben wir
(Gm|TE | fm) =G Km wljm) (|| T® || ). (46)

Der von Projektionsquantenzahlen unabhéngige Faktor heift das reduzierte Matrixelement *. Es gilt umgekehrt
GIT®jy= D G Km' wljm) (jm|TE|jm). (47)
mu
Wir berechnen zunichst das reduzierte Matrixelement eines Tensorprodukts von zwei in demselben Raum wir-
kenden Operatoren. Aus den Gln. (47) und (38) ergibt sich
GI(T& (1) OXTED (1) ]| §)

=2 G Km" | jm) (Ky Ky iy | K o) Gm | T (1) 317 m") <7 m”

m’ g s jm

T )| m).

Daraus erhalten wir mit Gl. (46) und bei Durchfiihrung der Summation iiber die magnetischen Quantenzahlen 18
fiir das reduzierte Matrixelement die Beziehung

G (T (1) OX T® (1))]| j)
= (—)KHRK Y@K+ 27+ )] W (K Ko j i K ) GIT®RI Q) 7 TE @) [[f) . (48)
a

Jetzt wollen wir das reduzierte Matrixelement eines Tensorproduktes von zwei in verschiedenen Rdumen wir-
kenden Operatoren berechnen. Unter Verwendung der Gln. (47), (23), (38) und (46) erhilt man

(1 jo I [[(TED (1) OKT K (2)]] jy " j' T Z Z (i jo'my" my’ | M) (Ky Ky py i | K 1) (jy jamymy | J M)

my my' pypuy mymeM' p
x (i Kymy' g | jymy) (o' Kemy g ’ Jem)(J' KM p [J M) Gy || T (1) ] ') (Jo H T®)(2)]] jy) .

Zur Durchfiihrung dieser Summation verwendet man zweckmiBig die X-Koeffizienten von Fano (auch bezeichnet
mit 9 j-Koeffizienten) 2!
[2J12+1) (2T5a+1) (2113+1) (2o + 1)1 X 12 125 Js Ja T 545 J1s Toa J)
= (1 Jo) Tia(UsTo) TsaJ | J1ds) Jis(U2T4) Joad)
= Z Z (1 Jo My Myt 13 Mys) (T3 s My My | T34 Myy) (J1s Jog Mys My | T M)
M M;MyM, M,y My M,y My,
x (I3 Js My My | 115 Mys) (Jo 1y My My | T Myy) Uye Jsa My My | T M) . (49)
Es gelten die Symmetrieeigenschaften
X(UiJoTres TsTaTsas JisJoad) = (=) X (U1 J1a o5 T3 J3a Jas T1s T Tsd)
X2 JyJos Jsads a3 T T3 Jog) = (=) X (T3 JaJ3a5 J1Ja J125 J1s Jaa ) usw. (50)
(o=Ni+Te+Ts+1s+Tie+ s+ N5+ + 1) .
Somit erhalten wir das allgemeine Resultat
(i T [(T®D (1) @K T®D(2)) [y jo' J) =[(2js+1) (2 je+1) (2] +1) (2K +1)]": (51)
Xy jads 1" 3’ T3 Ky Ko K) (o [| T®) (1) || jy) (e || TR (2) ]| i) -
Wir betrachten nun zwei Sonderfdlle dieser Gleichung. (a) K=0: Mittels Gl. (38) und bei Beachtung von

1

- - YK~y T ..
(Ky Ky 1y 113 ] 0 0) =0k, K, Opy, —p (—) K178 @K, +1)":

* Man beachte, daB sich diese Definition der reduzierten Matrixelemente von der Racanschen Definition unterscheidet.
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(=%

erhilt man (T (1) OFT D) (2)) = @K 1y Ok (TE) (1) TR (2)) .
1

Ferner gilt nach G1. (49)

Vet Ts— 11—,
X(]1]2]12;1314112;]13-’130)= "*"( ! T

[@JatD) @Tut D] W(JiJel3]ss Ji2ss) - (52)

Somit erhalten wir aus Gl. (51) fiir das Matrixelement des Skalarprodukts
Uy e I M[(T™ (1) -T™(2))| ) jo' I’ M) =850 dune (y Jo T 1| (T™ (1) - TM (2)) || jy" jo' )
=00 0mmr (=) [(2j1+1) R jo+ V)T W jeji' N3 jr ) G I T®™ M| 1)) Ga [ T™ ()] 72) . (53)

(b) K;=0 bzw. K;=0; Unter Beachtung der Gln. (50) und (52) gewinnen wir aus Gl. (51) fiir das redu-
zierte Matrixelement eines nur auf den ersten Teil des Systems wirkenden Operators

Grie I TEY W) [y jo' T) =040 [(251+ 1) QT+ 1)1 W (2 j1 Kys ' 1) Gy I T®I (V)] ) (54a)
und damit auch
(Gria I TED ()] jy jo" T) =045 [(2J2+1) (T + 1)1 W (jyjo' T Ka3 I o) (o || TED (2)]] jo) . (54 Db)

b) Eigentliche Rechnungen

Mit Hilfe des im vorigen Unterabschnitt dargestellten Formalismus koénnen wir jetzt die benotigten Spin—
Bahn-Matrixelemente auswerten. Wir rechnen zunichst die betreffenden reduzierten Bahn- und Spinmatrixelemente
aus; dann konnen wir mittels Gl. (53) die vorkommenden Spin—Bahn-Matrixelemente berechnen. Wir erhalten
z. B. nach Gl. (53) fiir das direkte Matrixelement

(ls]M:{(cl+c2)- I;_L’};l’s’]M) — (=) dw [LA+1) @I+1) 2s+1)]=W (T sl1;15) (s |61+ 0a][s) . (55)

Dabei haben wir verwendet GIIN = ((]],"; L#()l(}% =% h Vj(j+1) . (56)

Wir miissen Gl. (51) noch in anderer Weise spezialisieren. Gemdl Gln. (50), (52) und (45) folgt

X(01;00 ;K K1) = L

@IFD @r+) ORI

Damit erhalt man aus Gl. (51)

(@OL|[(T®) (1) O T (2))||01' l') =0k,1 Ok, [ .

1/2 4 ’
gy UTOmio oITo@|!) .

P B (2N+1) 21/+1) 1% ’ ’ ’
Aus Ly | YR (O] m) = | @EDZEED N 0 Nomy my [ m) (N 0011,0)
, IV
findet man weiter GIC® )11 = (22’; }11) * 1/ N0O|,0).
1

Insgesamt erhalten wir also unter Benutzung von Gl. (44) und durch Anwendung bzw. wiederholte Anwendung
von Gl. (48) die Beziehungen

@N+1)A01][(CM(1)-CM (2)) LO(©2)]| 07 1) = o k VIA+1) , (57 a)
N+ (101 €@ -co@) (5F) lorr) = VIEED o syl —byre+ovam] (5TH)

und

@2N+1) (lOI (€™M (1) -C™ (2)) (,{X,i&) lor l')

= 1/21(11_:—19 :, Sur [l On, 141+ (14+1) On,1-1—7 (0N, 141 — 0N, 1-1) aar . (57¢)
Zur Gewinnung der Gln. (57b) und (57 ¢) haben wir die folgenden Tatsachen benutzt:

a) (@¢100]|b0)+0 nur fir|b—a| =1,

b) WUU11;1N)=+0 nur fir |I'—1|=0 oder 1,
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11 \'e l 1/s
| _ i - | =(——
¢ (+1100/10)= (2l+3) ; (I-1100/70) (2,_1) ,
[—=N) (I+N+1) +2]
2[6 [(1+1) 2 1+1) 1"~

W(I11;1N)=(=)-N-

Reduzierte Spinmatrixelemente

Aus Gl. (56) (mit o statt J) erhélt man fiir das reduzierte Einteilchen-Spinmatrixelement

Gllell3) = i hzyg A

und damit durch Anwendung von Gl. (54)
F @3 @) snllo2llE @) 3 (3) sz) = (=)= 5 (G (2) § (3) 523 [19s113(2) 4 (3) s22)

=[6(2s23 +1)]"=W(Esmdlilsy) . (58)

Unter Benutzung der Gln. (25), (54) und (58) erhalten wir sofort
(sllo][sy=[62s+1)]"=W(1isl;is), (59 a)
(sllo2ls) = (sl @sl|s) = (—)*~"[6(2s'+1)]" W (15 15;31). (59b)

Zur Berechnung der reduzierten Austausch-Spinmatrixelemente entwickeln wir Py, |s’) mit Hilfe von Gl. (35)
wie folgt:

Peld @3 313 M) H=(—)" X BEsm+DI"WEEs dimD) 3@ @) st 1)),

823
Somit ergibt sich wie in GL. (59)
(sllo1Pylls) = 3[6(2s+1)]"W(QAstl;3s)yWE113:%s), (60 a)
(s]82Pys ||s) = (=)"=5'3[6(25 +1)1" D (2s25+1) W (3§ 4 5831)
853

XxWEs 11;s0s) W(ksosdlsdl)

=3[62s+1)]"=WE L) WA Es1;4s), (60 b)
(s 1|85 Py || 8') = (=)¥—+ 3[6(2s’+1)]"’Z (2so3s+1) W(E3s o) W(Es'11;s0s) W(E$11;s583)
= (=) 3[6(25+1)]"X1%%:51%;551). (60 ¢)

In den letzten beiden Gleichungen haben wir die Symmetrieeigenschaften der W-Koeffizienten, und die Formel 18

Z @2A+l)W(@iacsac) W(bAifBc;bc) W(@iyb;ab)=W(aabp;cy) W(aab B;cy)
7

bzw. die zu Gl. (49) dquivalente Beziehung 22
X(J1J2J125 T3 040345 J1s Jaa ) =(—)°Z RA+Y) W JsJ1aJis; AJO)W (Ja s JaaJ3a; AJy) W (T2 J1g Jsa Jogs A1)
verwendet.

7. Herleitung der gekoppelten Gleichungen

Mit den in den Abschnitten 5 und 6 gewonnenen Ergebnissen sind wir nun in der Lage, die Gleichung
fiir die Radialfunktion abzuleiten. Durch Einsetzung der Gln. (22) und (24 b) in Gl. (33), unter Beach-

tung von

;I M ) 2
a0 sy )= LLE - KDL of () |15 7 )

r \dr?

22 A, Smvmon u. T. A. Werton, Phys. Rev. 90, 1044 [1953].
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und durch skalare Produktbildung mit (IsJ M| ergibt sich unter Benutzung der Gln. (31), (37), (53),

(55) und (57) die gekoppelte Gleichung

{;; +K2— l(l;{;l)}U‘l],?" (N=[Cw—h)+ (2b—m) M1V (r) UM (r)

+ [ [(2m—b) Kby (r,7') +Myyss Koy (r, /)1 U (7' dF

_ [Lﬂj;l),(z s+ ll}"f N W(IsILLS) [M@mr(z 1+1) Vg (r) UF (r)

(21+1)

s d sy d 3 ’
_ /{M(Z)ss' K%’gl)il (T, r, dr’) +M(3)ss' K{:il)il (l‘, r, 7,)} U{sy (r’) dr } %

Dabei sind Myyss = (Pig)ss= (=)t {2%—_1l i

Mgy = (s]|(8,465)[| ') = (s]| (611 62) Pyl s)

Ma)ss = (s]| (024 63) Py, || s"),

ng) (r,r)=rr {z(l)l(r, r) + (EEZE“

Kl (r s &) = [CED bt ¥) = {A+1) barea (7)) +1bar-a(r )}

dr

(61)
dr
[s. GL (15¢)].
Kfl) (r,r’) =rr 2@y (r, #)s
— —5—) z@)l(r, T,) + (2h — w) 2(3)1(7, r,)}
(62)

—r2{bau.1(r, 7)) —beu-1(r, )} +1 {bwis1(r, ') —bwyi-1(r,7) } d(i’”] ;

" ;o d 2121+1) ’ »
Kf‘f)‘l(r’r’dr")=r2[ : ,+')"f 2 (r, ) + (14+1) by (r, 1)

+1bay_1(r, 7)) + 72 {byi 1 (r, 7)) —buy-1(r, 7))} =1 {b@ys1(r,r) —bey-1(r,7)} d(H 3

mit  z(r,7) =27 f Zi(r,1) Pi(cos ) sin® dd,  bun(r,r)=2=x f B (t,1") Py(cos #)sin ¥ d¥.
0 0

Die numerischen Werte der reduzierten Spinmatri-
zen sind in Anh. 4 angegeben.

Man sieht aus Gl. (61), daB die Bahnanteile der
direkten Spin-Bahnkréfte durch das iiber die Wel-
lenfunktion des Deuterons gemittelte Potential
VI(l+1) Vy(r) wirken und daB die Wirkung der
Bahnanteile der Austausch-Spin-Bahnkrifte wesent-
lich verschieden von der der ibrigen Krifte ist.
Naturgemal bleibt die S-Welle ungekoppelt.

Die Spin — Bahnkopplung stellt nun eine kleine
Korrektur dar; man kann also unter Festlegung von
Randbedingungen das gekoppelte Gleichungssystem
storungstheoretisch 16sen und die Nichtdiagonalele-
mente der S-Matrix gewinnen. Die Bestimmung des
differentiellen Wirkungsquerschnittes 2* und der Po-
larisation 2* aus der S-Matrix ist im Prinzip wohl-
bekannt.

23 J. M. Bratr u. L. C. Biepexnary, Phys. Rev. 86, 399 [1952].
— K. A. Brueckner, Phys. Rev. 96, 508 [1954].

Damit ist das Problem bis auf die Bestimmung
der Zentralkraft-Wellenfunktionen behandelt. Letz-
teres wiirde jedoch umfangreiche numerische Rech-
nungen erfordern, von denen wir hier absehen wol-
len.

Herrn Professor Heisensere danke ich vielmals fiir
die freundliche Aufnahme in seinem Institut, seine An-
regungen zu dieser Arbeit sowie fiir zahlreiche for-
dernde Unterhaltungen. Weiter danke ich Herrn Dr.
Liopers recht herzlich fiir viele klirende Diskussionen
und wertvolle Hinweise und Herrn Dr. Brenic fiir seine
hilfreichen Vorschldge. Mein bester Dank gebiihrt auler-
dem der Arexanper-von-HumsovLpr-Stiftung fiir die Ge-
wihrung eines zweijdhrigen Stipendiums und der Uni-
versitdt Gottingen bzw. dem Max-Planck-Institut fir
Physik fiir finanzielle Unterstiitzung.

24 R. Dauirz, Proc. Phys. Soc., Lond. A 65, 175 [1952]. —
R. Oenme, Phys. Rev. 98, 147, 216 [1955].
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Anhang 1. Spurberechnungen

In o kennzeichnet der untere Index die Teilchen-
nummer und der obere die Komponente des Spins. Man
fangt an mit den bekannten Gleichungen

Sp(4 B) =Sp(B 4), (A1)
Sp (o) =0, (42)
Oil 0™ = Oim+1 Etmp OiP. (A3)

Dabei ist &mp der antimetrische Tensor dritter Stufe
mit &2y, = + 1. Es gelten die Beziehungen

Elmp Elnc = Omn 6p(,‘ — Ome 51)" )
Elmp Elmec = 2 5pc ,
Eimb Elmb =6 , (Ad)

Emnc Elcp Elnr = — Empr -

Die folgenden Tabellen enthalten eine Reihe von Er-
gebnissen:

(01°03) (02° 03) = (01°03) +i 05" (04 X T3)
(04°05) (0,°0,) =3—2(0;°05)
(03 03) (01°05) (05°03) =— (01°05) +2(0y"03)
(01°03) (01°05) (05 03) =3 —2(0,"03) —2(05"03)
+ 2(010y) +1i epgt 017 099 05t

Tab. 1.

Sp(0y°0,) (04°03) =24,

Sp(01°0,) (01°03) (05°03) =24

Sp(0y°0) (04°03) (0,°0,) (04°05) = —24

Sp (01 0,) (05°03) (0, 03) (05°03) =48

Sp (05°03) (02°03) (0 03) (0y°0p) = —48

Sp (02 03) (02°03) (0,°03) (0y°05) =72

Sp (02" 03) (01°03) (02" 03) (01 03) (0,°05) =0

Sp(0y03) (02" 03) (0 03) (01°0) (02°03) (01°03) =8x39.

Tab. 2.

Sp (0y! G5° 04 03™ Gy 03) =16 Oim

Sp(0y! Gy* G5 0,™ Gy 03) =—8 Oim -

Tab. 3.

Um die Spurberechnungen im Produktraum durch-
zufithren, benutzt man die Gleichung

Sp(0O123) =Sp(0y) Sp(0s) Sp(0y),  (A5)

wobei Oyy5 ein Produktoperator im 1-2-3-Raum ist. In

A.K.BOSE

dem Produktraum gilt
Sp(1) =8,
Sp (P O123) =Sp(Oyss)-

Wenn irgendein o; in Oyp3 lediglich einmal vorkommt,
dann ist offensichtlich

Sp(0Oys3) =0. (A 6)
Es 1aBt sich auch leicht zeigen, dafl
Sp(ai II) =0, (A7)

wobei I ein Produkt von Skalarprodukten darstellt.

Mit Hilfe der GIln. (A 2) bis (A 4) leitet man zu-
ndchst die benotigten Spurformeln im Spinraum eines
einzelnen Teilchens als (Tab.4) und die Reduktions-
formeln (Tab.1) ab. Unter Verwendung von Tab. 4
gemeinsam mit Gl. (A 5) bzw. von Tab. 1 mit Gl. (A 6)
erhilt man weiter die Spurformeln im Produktraum
(Tab. 2, 3).

Sp (6i 6i™) =2 dim
Sp (0i 6" 6i") =2 i cimn
Sp (i 0™ 6" 6;°) =2 (81m Ono— Oin Omo+ Olo Omn)

Tab. 4.

Mit Hilfe der Tab. 1 bis 3 kann man jetzt alle be-
notigten Spurausdriicke berechnen. Es ist jedoch giin-
stig, zuerst einige typische Ausdriicke zu betrachten.
Schreibt man S fiir (3+403°05), R fiir A+ Bo; 0,
+C 0,°03+D 0,04 G1* 0y, so erhdlt man mit Hilfe der
Tab. 2

Sp[SRS]=96(4+D),

Sp[(6,°05) SRS]=96x%x2(B-+C),
Sp[(0;-05) S R S]=96x2(B+C) ,
Sp[(0-03) (0,°05) SR S]=96(4+D) .

Somit erhélt man schlieBlich die ersten zwei Ergebnisse

in Tab. 5. Mit Hilfe der Tab. 3 gewinnt man die iibri-
gen Ergebnisse in Tab. 5.

Alle Spurausdriicke in der Streuintensitdtsformel
(16) lassen sich mit Hilfe der Tab. 5 berechnen.

Sp[(a+b 0,-0s+c¢ 0y°03) (3+0:°03) (d+e€ 0,0,
+f0,1°03+801°030,°05) (3+0,°05)]
=96[a(d+g) +2(e+f) (b+c)]

Sp[(u+p 01°0y+v 01°03 +v 0103 01°03) (3405 03)
X(p+ 0103+ 010y +7 0103 01°05) (3+0,°03) ]
=96[u(u+»)+2(u+7)2 +v(u+v)]
=72 nach (15b)

Sp[oy! 6,™(3+0,-035)2] =96 dim

Sp[0y! (3402 03) 6, (3+0503) ]
=8Sp[0,! (3+05°03) 65 (3+05°03) ] =64 Oim .

Tab. 5.
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Anhang 2. Berechnung der Doppelintegrale

fe "‘A;(f) df

Fiihrt man die Fourier-Transformation gemal A(r) = ( 2 )
: 1 :
ein und benutzt o(r) = @) fe‘“ dE,
so erhélt man [s. Gl. (14)]
1 , F—F
Li= (g UP(EF D /w;( ~as ) wi(as) dos,
1
L, = (—2;)3'fwf( T 5 0| ) ( f+—+q2 )Ufz(lh) das,
1 I ¥
L= goswi( ¥+ )/w( Era+ ) U@ do.
Beachtet man weiter, dal
grad, U 1- & )=rr(r;ﬂi);/qaUﬁB(qa)exp[—iqm—%p)]dqs,
grad, [expli ¥ D y(0)] = - )3 Jexpli € 1) y(gs) expl —i g0} dae,
grads [expli € D (@)1= ;5. [ (0 § ) expli® 0 yy(aexp( —iayp) day
, F—F "
und [ -] [aswria) wr( a- 7 )da}] =0,

2 . 3 1 " ’ F—F
dannergibtsich L= 5 oL USE—E) 1€ x8 [pria) v a- T )das.

v — ’ F
((27)3 /w;( f+j +qs‘)w/( Ft oy +0s )UfSB(‘I:;) Qsdlh}

Analog erhdlt man I,=

Bei Gaussscher Ortsabhiangigkeit der Wechselwirkung (18) hat man

3/’ 3/,
Untan) =Us ()" exp(—afa B, wita) =4 (7)" expl—q2faa).
Damit folgt nach einfacher Rechnung
L= 2 Els o[- 202 ”‘4’9—)'( +a5)]s
2ap) s © 2 B ' 8a
L s 42U, [_ { (1—cos ) 9(1+cos ) }]
*Z la@+2 A1 TP 16 a (a+2 A Il
At 42U, [ k2(5+4 cos ¥) { L }]
3= [a(@+p 1" ° 16 a+p
, 3p ,
=S L,¥xH, b= o LLxt].
Anhang 3.

Matrixelement des Permutationsoperators

Man entwickelt |s" my) nach den in P,, diagonalen Eigenfunktionen wie folgt:

3@3E) 1 M) Sme)= (=) Y [32s12+D)]1W (35 $5521) [3 (1) 3 (2) 5123 3) ' my)

7
512
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CHR. REINSCH UND T. SPRINGER

Mit der entsprechenden Entwicklung fiir {sms| und bei Beriicksichtigung von

Pul3 ()3 (2 s128 B)s'medy=(—)1"22 $ (1) § (2) s12% (3)s" my),

WkEedi0n = (2w E014:40)

erhédlt man sofort das Resultat von Morz und ScawiNGER *

L[ 5+2s) (3—29) %
4 ’

2541

1 e - <
W(Edst,11)= T

3

(sms|Pi2|. mg) =% [s(s+1) = 7] Oss' Omym, -

Anhang 4. Die reduzierten Spinmatrizen

Mit Hilfe der Tabellen fiir die W- und X-Koeffizienten 2 erhalten wir aus den Gln. (59) und (60) die Tab. 6.

Gll(os+02) |l 5)

(s]|(02+03) Pis || s)

\\ 8 1 3
s 2

(89
|
[ V]
—
e
|
|
| [ V]
[ERCURCI

[SSIRVL)
|
==
o
Q| -

Tab. 6.

25 Marsuxosu, Hirovuk: u. Takese Hisao, Prog. Theor. Phys. 14, 589 [1955].

Messung des differentiellen Streuquerschnittes und der mittleren
Energieinderung bei der Streuung langsamer Neutronen
an Wasser und Eis

Von CaristiaN Reinsca und Tasso SPRINGER

Aus dem Laboratorium fiir Technische Physik der Technischen Hochschule Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 112—116 [1961] ; eingegangen am 6. Oktober 1960)

Es wurden Neutronen mit Energien von 0,039 und 0,078 eV an diinnen Schichten von Wasser und
Eis verschiedener Temperaturen gestreut. Die Winkelverteilung der Streuneutronen wurde durch
einen Li%J-Szintillationszihler mit einer Nachweisempfindlichkeit von nahezu 100% bestimmt und
hieraus der differentielle Streuquerschnitt ¢ ($}) berechnet. Es ergab sich nur ein geringer Unterschied
zwischen Wasser und Eis; er riihrt hauptsidchlich vom Beitrag der kohidrenten Streuung im Eis her,
welcher im Wasser verschwindet. Ferner wurde aus Transmissionsversuchen mit Silberfolien die
Anderung der mittleren Neutronenenergie bestimmt. Ein Vergleich mit der Theorie von NeLkin kann

spater durchgefiihrt werden.

Die hinsichtlich der Energie E” nach der Streuung
und des Streuwinkels ¥ differentiellen Wirkungs-
querschnitte o (E, E’,, T) von Wasser werden als
Funktion der Energie E vor der Streuung und der
Probentemperatur T in vielfdltiger Weise zur Lo-
sung von Moderations- und Transportproblemen in
der Reaktortheorie benétigt. Die Daten fiir Eis be-
sitzen neuerdings Bedeutung fiir die Dimensionie-
rung von Anordnungen, mit denen man Neutronen

auf sehr tiefe Temperaturen ,herunterkiihlen“
kann!; man hofft damit hohe subthermische Inten-
sitdten fir die Neutronenspektroskopie zu erzielen.

Der erfolgreichste Versuch einer Berechnung der
zweifach differentiellen Wirkungsquerschnitte stammt

1 C.N.KeLBer, ORNL-2739 [1958]; L. B. Borst, Sympos.
on Inelastic Scattering of Neutrons in Solids and Liquids,
Vienna, October 1960, Rpt. IS/A/30.



